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Инвариантная мера
и гамильтонизация неголономных систем
А.В.Борисов, И.С.Мамаев
В работе обсуждаются новые нерешенные задачи неголономной механики. Высказаны
гипотезы о возможности гамильтонизации и существовании инвариантной меры для таких
систем.
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В работе [1] был поставлен вопрос о конформной гамильтоновости (то есть гамиль-
тоновости после замены времени) неголономных систем, интегрируемых по Эйлеру –Яко-
би. Была показана принципиальная возможность гамильтонизации (то есть приведению
к конформно-гамильтонову виду) таких систем. Явно пуассоновы структуры для ряда ин-
тегрируемых неголономных систем были приведены в работах [2, 3]. Еще один класс задач,
при котором гамильтонизация не вызывает затруднений, обсуждается в работе [4], где разо-
браны не только интегрируемые системы, но и неинтегрируемые. Эти системы, описываю-
щие поведение неголономных систем без верчения, характеризуются наличием в фазовом
пространстве линейного интеграла, что позволяет редуцировать систему на сферу Пуассо-
на и получить систему Чаплыгина. В той же работе [4] получен критерий, связывающий
наличие инвариантной меры и гамильтоновой формы уравнений движения: если мера суще-
ствует, то система является конформно-гамильтоновой. В данной работе поставлены вопро-
сы о гамильтонизации ряда неинтегрируемых систем, все имеющиеся интегралы которых
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в фазовом пространстве нелинейны, однако эти системы близки к гамильтоновым в том
смысле, что их динамика сводится к двумерному отображению Пуанкаре с инвариантной
мерой. Как хорошо известно, такое отображение является симплектическим. Для случая,
рассматриваемого в этой работе, не удается, используя алгебраические манипуляции с ин-
тегралами, некоторые из которых должны быть функциями Казимира, явно привести фор-
му пуассоновой структуры ранга 4, удовлетворяющей тождеству Якоби. Поставлен вопрос
о препятствиях к гамильтонизации для этого класса задач. Пока препятствия к гамиль-
тонизации без замены времени изучены только для интегрируемых систем — это периоды
обращений по резонансным инвариантным торам, которые для неголономных систем (в от-
личие от гамильтоновых) могут быть разными [5]. Укажем несколько примеров.
1. Неголономная задача Якоби
Рассмотрим качение однородного шара по поверхности, при котором центр масс шара
движется по поверхности второго порядка(
r + Rγ,B−1(r ×Rγ)) = 1, (1.1)
где B = diag(b1, b2, b3) — матрица квадратов главных полуосей, r — вектор в неподвижном
пространстве, соединяющий неподвижную точку с точкой контакта, γ — вектор нормали
к поверхности качения, R — радиус шара. Из (1.1) следует
r + Rγ =
Bγ√
(γ,Bγ)
. (1.2)
Из (1.1), (1.2) можно получить явные уравнения движения шара
M˙ = − D
μ + D
(M , γ˙)γ, M ,γ ∈ R3,
γ˙ =
R
√
(γ,Bγ)
μ + D
γ × (γ ×B−1(γ ×M)), (1.3)
где M — кинетический момент относительно точки контакта, D = mR2, μ — момент инер-
ции шара.
Уравнения (1.3) обладают очевидными интегралами движения, энергии и геометриче-
ским
H = 12(M ,ω), F1 = γ
2 = 1. (1.4)
В работе [8] был найден нетривиальный интеграл
F2 =
(
γ ×M ,B−1(γ ×M))
(γ,Bγ)
(1.5)
и плотность инвариантной меры ρ = (γ,Bγ)−2.
Интегралы (1.4), (1.5) являются нелинейными и высекают в шестимерном фазовом
пространстве трехмерную поверхность, сечение Пуанкаре для которой двумерно и сохраня-
ет площадь. Можно, манипулируя тремя интегралами (1.4), (1.5), пытаться по-разному их
разбивать на две другие функции Казимира и гамильтониан. Однако этот путь не приводит
к успеху — все реальные кандидаты на роль пуассоновой структуры ранга 4 не удовлетво-
ряют тождеству Якоби.
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2. Качение неуравновешенного шара по сфере
Рис. 1
Рис. 2
Более кратко обсудим качение шара Чаплыгина по неподвиж-
ной сфере. На рисунке 1 приведены основные обозначения задачи
D = ma2. Уравнения движения в осях, связанных с движущимся
шаром, имеют вид
M˙ = M × ω,
γ˙ = kγ × ω,
M = (I + D)ω −Dγ(ω,γ),
(2.1)
где k = R
R− a .
Уравнения движения всегда обладают интегралами
F = 12(M ,ω), F1 = γ
2 = 1, F2 = M2 (2.2)
и инвариантной мерой с плотностью
ρ = 1√
1−D(γ,Aγ)
, A = (I + DE)−1. (2.3)
Для случаев k = 1 (качение по плоскости) и k = −1 (БМФ-сис-
тема) система (2.2) является интегрируемой и поэтому гамильто-
низуемой. В общем случае для системы (2.1), (2.2) также не удает-
ся подобрать пуассонов тензор ранга 4, удовлетворяющий тожде-
ству Якоби. Для шара Чаплыгина со смещенным центром третий
интеграл из (2.2) может быть обобщен, однако пропадает инвари-
антная мера [6]. Особый интерес представляет задача о качении
несимметричного неуравновешенного шара при дополнительном условии отсутствия вер-
чения. Она разобрана в работе [7]. Факт отсутствия инвариантной меры приводит к появ-
лению канторовой лестницы в распределении чисел вращения в зависимости от констант
первых интегралов, хотя сам случай, обладающий необходимым числом первых интегра-
лов, но не инвариантной мерой, топологически эквивалентен случаю Эйлера (с точки зрения
слоения на интегральные поверхности). Таким образом, на некоторых инвариантных торах
появляются предельные циклы.
3. Шар Чаплыгина — вращательная динамика
Не следует думать, что для гамильтонизации интегрируемых систем все вопросы реше-
ны. Общие соображения справедливы только для систем, интегрируемых по Эйлеру –Яко-
би [1]. Например, построенную для приведенной системы пуассонову структуру, описываю-
щую шар Чаплыгина, не удается обобщить для вращательного движения шара в абсолют-
ном пространстве. Рассмотрим этот вопрос более подробно.
Вращательное движение шара в абсолютном пространстве описывается системой урав-
нений ⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩
M˙ = M × ω + γ × ∂U
∂γ
,
γ˙ = γ × ω,
α˙ = α×ω,
M , α, γ ∈ R3,
M = Iω + Dγ × (ω × γ), (3.1)
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где M — кинетический момент относительно точки контакта, I — центральный тензор
инерции, D = ma2, m, a — масса и радиус шара. Для первых шести уравнений известна
пуассонова структура
{Mi,Mj} = εijkρ−1(Mk − gγk),
{Mi, γj} = εijkρ−1γk, {γi, γj} = 0,
g = D(ω,γ), ρ = 1√
1−D(γ,Aγ)
, A = (I + DE)−1.
(3.2)
При попытке обобщить эту структуру до пуассоновой структуры ранга 6 для полной систе-
мы (3.1) возникают непреодолимые сложности и вопрос остается открытым. Также пуассо-
нова структура (3.1) не обобщается на многомерные аналогии шара Чаплыгина, интегри-
руемость которых пока не доказана.
4. Инвариантная мера
В некоторых задачах неголономной механики, как в обычной постановке (скорость точ-
ки контакта равна нулю), так и в случае дополнительного отсутствия верчения, неясным
остается вопрос о существовании инвариантной меры. В работе [9] указаны препятствия
для существования инвариантной меры для эллипсоидов, имеющих особенную геометро-
динамическую структуру. При численном моделировании не удается обнаружить никакие
области притяжения и фазовый портрет имеет гамильтонов характер. Однако и в анали-
тическом виде найти инвариантную меру также не представляется возможным. Одна из
простейших и нерешенных задач связана с качением однородного эллипсоида по плоско-
сти. Все поведение системы указывает на наличие инвариантной меры, однако явно она до
сих пор не приведена.
Авторы благодарят А.В.Цыганова, А.В.Болсинова за полезные консультации при на-
писании статьи.
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